TRYGONOMETRIA
FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO W TROJKACIE PROSTOKATNYM

Okreslamy cztery podstawowe funkcje trygonometryczne kata @ w trojkacie prostokatnym. Sg to sinus,
kosinus, tangens i1 kotangens. W skrocie zapisujemy je odpowiednio:

sina , cosa, tga, ctga

Funkcje trygonometryczne dla katow ostrych definiujemy jako stosunki dlugosci odpowiednich dwoch
bokow trojkata prostokatnego.
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Poniewaz trojkat jest prostokatny, zachodzi zalezno$¢ pomiedzy katami a 1 p3:
a =90° — B.

Zatem oczywiscie spetnione sg nastepujace rownosci:

sina = cos(90° — @), cosa = sin(90° — a), tga = ctg(90° — a), ctga = tg(90° — a)

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNE DLA KATOW 309, 45°, 60°
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W trojkacie prostokatnym kat o zawiera si¢ w przedziale (0,90°). Jednak funkcje trygonometryczne
mozna réwniez zdefiniowa¢ dla katéw dla katow o dowolnej mierze. W tym celu musimy wprowadzié¢
definicje kata skierowanego.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA SKIEROWANEGO

Katem skierowanym nazywamy uporzadkowang par¢ polprostych. Wspolny poczatek nazywamy
wierzchotkiem kata skierowanego, pierwsza poOlprosta nazywamy ramieniem poczatkowym, drugg

o1
ramieniem koncowym kata. Dotychczas za jednostke miary kata przyjmowaliSmy stopien (10), czyli %

kata prostego. Dla zdefiniowanego ponizej kata skierowanego bedziemy postugiwac si¢ inng jednostka
miary. Ot6z bedzie to dlugos¢ tuku okregu o promieniu jednostkowym (r = 1), ktérg wyznacza dany kat.
I tak odpowiednio kat pelny (3600) wyznacza tuk o dtugosci 2m, kat potpelny (1800), wyznacza tuk o

dtugosci m, kat prosty (90°), wyznacza tuk o dlugosci g, itd.



Obierzmy na plaszczyznie prostokatny uktad wspotrzednych OXY. Niech a oznacza dowolny kat
skierowany, ktérego rami¢ poczatkowe pokrywa si¢ z osig OX, wierzchotek kata z punktem (0,0), rami¢
koncowe znajduje si¢ w potozeniu dowolnym. Miara kata skierowanego moze by¢ dowolna, gdyz rami¢
koncowe mozemy obroci¢ wokot punktu (0,0), dowolng ilo$¢ razy. Umawiamy sig, ze obrot w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara wyznacza kat dodatni za§ w kierunku przeciwnym, kat ujemny.
Oczywiscie co kat 2w rami¢ koncowe bedzie wraca¢ do pierwotnego potozenia, co wskazuje ze funkcje
trygonometryczne powtarzaja swoje wartosci co 21.

Na koncowym ramieniu obierzmy punkt M(a,b). Funkcje ¥
trygonometryczne kata skierowanego « okresla si¢ wzorami:
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Poniewaz miara tukowa kata to dowolna liczba rzeczywista, zamiast a bedziemy oznacza¢ ja po prostu x.

Patrzac na uktad wspotrzednych i1 znaki w odpowiednich ¢wiartkach, tatwo wyprowadzamy nastepujace
zaleznosci:

sinx = sin(m — x), sin(mw + x) = —sinx, cos(w — x) = —cosx, cos(w + x) = —cosx
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Jak wida¢ z wykresow funkcje trygonometryczne sa okresowe. W przypadku sinusa i cosinusa okres
wynosi 2m. Tangens powtarza si¢ czesciej, co . Wykres funkcji kosinus jest po prostu przesunigtym o
wartos¢ g w lewo wykresem funkcji sinus. Ponadto, sinus i kosinus sg okreslone dla wszystkich x (takze
ujemnych: wartosci ujemne odpowiadajg obrotowi potprostej w kierunku zgodnym z ruchem wskazoéwek
zegara). Sinus i kosinus przyjmujg wartosci z przedzialu < —1,1 >. Dwa wykresy z prawej rOwniez sa
do siebie podobne. Oba to gatezie rozmieszczone w "pasach" o szerokosci m. Wykres kotangensa
powstaje z wykresu tangensa poprzez odbicie symetryczne wzgledem osi OY 1 przesunigcie w prawo o

wartos¢ % Obydwie funkcje w regularnych odstgpach sa nieokreslone, tangens we wszystkich

wielokrotnosciach m, kotangens w nieparzystych wielokrotnosciach > I wreszcie tangens i kotangens
moga przyjmowac dowolne warto$ci rzeczywiste.

TOzSAMOSCI TRYGONOMETRYCZNE

Tozsamo$¢ to rownos$¢ zawsze prawdziwa. Najwazniejsza z tozsamosci trygonometrycznych jest tzw.
jedynka trygonometryczna czyli rownos¢ postaci:

sin’x + cos’x =1
Dowod? Sprobujmy zastosowac twierdzenie Pitagorasa. Inne tozsamosci to:

sinx

. . . 2tgx
tgx = " sin2x = 2sinx - cosx, cos2x = cos’x — sin®x, tg2x = 9

1—tgzx




Prawdziwos$¢ tozsamosci trygonometrycznej dowodzimy przeksztatcajac jedng ze stron, tak by uzyskac
drugg. Udowodnimy kilka przyktadowych tozsamosci:
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Przeksztatcamy lewa strong réwnosci:
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cos* a + sin* a = 1 — 2sin®a - cos*a

Przeksztatcamy lewa strong réwnosci:
L = cos* a + sin* a = (cos? a + sin*a)? — 2sin*a - cos?a = 1 — 2sina - cos’a = PW
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Tym razem przeksztalcamy prawg strong rownosci.

, 1 sinfa  cos?a — sin‘a , ,
1-—-tg“a - 2 2 cos“a — sin“a
= — = cqsza = ZCOS a@ —=—— —— = cos’a — sin*a = 1 — 2sin*a = Lm
1+tg°a sin“a  cos“a + sin“a cos“a + sinca
cos?a cos?a

WZORY REDUKCYJNE

Sa to wzory pozwalajace sprowadzi¢ obliczanie wartosci funkcji trygonometrycznych kata skierowanego

wigkszego od g do obliczenia warto$ci funkcji dla kata ostrego.
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